
ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ ПРОФЕССИОНАЛЬНОЕ 

ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ИРКУТСКОЙ ОБЛАСТИ 

«ЧЕРЕМХОВСКИЙ ГОРНОТЕХНИЧЕСКИЙ КОЛЛЕДЖ  

ИМ. М.И. ЩАДОВА» 

 

 

 

РАССМОТРЕНО  

на заседании ЦК 

«Информатики и ВТ» 

Протокол №6 

«04» февраля 2025 г. 

Председатель: Н.С. Коровина 

УТВЕРЖДАЮ 

Зам. директора 

О.В. Папанова 

« 26» мая 2025 г. 

 

 

 

 

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

по практическим занятиям студентов  

учебной дисциплины 

ЕН.01 Элементы высшей математики 

09.02.07 Информационные системы и программирование 

 

                            Разработал:  

Е.А. Литвинцева 

 

 

 

 

 

2025 г. 



 

СОДЕРЖАНИЕ 

                                                                                                                      СТР. 

1.  ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА    3 

2.  ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ  4 

3.  СОДЕРЖАНИЕ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 4 

4.  ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ       81 

 ЛИСТ ИЗМЕНЕНИЙ И ДОПОЛНЕНИЙ, ВНЕСЁННЫХ В 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

     83 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1. ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

Методические указания по практическим занятиям учебной дисциплине 

«Элементы высшей математики» составлены в соответствии с учебным 

планом и рабочей программы дисциплины по специальности 09.02.07 

Информационные системы и программирование. 

Цель проведения практических занятий: формирование практических 

умений, необходимых в последующей профессиональной и учебной 

деятельности. 

Методические указания практических занятий являются частью учебно-

методического комплекса по учебной дисциплине и содержат: 

 тему занятия (согласно тематическому плану учебной дисциплины); 

 цель; 

 оборудование (материалы, программное обеспечение, оснащение, 

раздаточный материал и др.); 

 методические указания (изучить краткий теоретический материал по 

теме практического занятия); 

 ход выполнения; 

 форму отчета. 

В результате выполнения полного объема заданий практических занятий 

студент должен уметь:  

- выполнять операции над матрицами и решать системы линейных 

уравнений; 

- решать задачи, используя уравнения прямых и кривых второго порядка на 

плоскости; 

- применять методы дифференциального и интегрального исчисления; 

- решать дифференциальные уравнения; 

- пользоваться понятиями теории комплексных чисел. 

- решать задачи с использованием системы линейных уравнений; 

- производить анализ систем линейных уравнений. 

При проведении практических работ применяются следующие 

технологии и методы обучения: работа в группе, информационно – 

коммуникационные технологии.  

Оценка выполнения заданий практических занятий 

«Отлично» - теоретическое содержание курса освоено полностью, без 

пробелов, умения сформированы, все предусмотренные программой учебные 

задания выполнены, качество их выполнения оценено высоко. 

«Хорошо» - теоретическое содержание курса освоено полностью, без 

пробелов, некоторые умения сформированы недостаточно, все 

предусмотренные программой учебные задания выполнены, некоторые виды 

заданий выполнены с ошибками. 

«Удовлетворительно» - теоретическое содержание курса освоено 

частично, но пробелы не носят существенного характера, необходимые умения 

работы с освоенным материалом в основном сформированы, большинство 

предусмотренных программой обучения учебных заданий выполнено, 

некоторые из выполненных заданий содержат ошибки. 



«Неудовлетворительно» - теоретическое содержание курса не освоено, 

необходимые умения не сформированы, выполненные учебные задания 

содержат грубые ошибки.  

В соответствии с учебным планом и рабочей программы дисциплины 

«Элементы высшей математики» на практические (лабораторные) занятия 

отводится 50 часов. 

2. ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 
№ п/п Тема практических занятий Количество 

часов 

1.  Выполнение операций над матрицами 2 

2.  Вычисление определителей 2 

3.  Нахождение обратной матрицы. Вычисление ранга матрицы. 2 

4.  Решение систем линейных уравнений различными методами 2 

5.  Решение систем линейных уравнений различными методами 2 

6.  Решение систем линейных уравнений различными методами 2 

7.  Составление уравнений прямых, их построение. Решение задач, используя 

уравнения прямых на плоскости 
2 

8.  Решение задач, используя уравнения кривых второго порядка на плоскости: 

составление уравнений окружности, эллипса, их построение. 
2 

9.  Составление уравнений гиперболы и параболы и их построение 2 

10.  Применение методов дифференциального исчисления: вычисление 

производных сложных функций 
2 

11.  Производные и дифференциалы высших порядков 2 

12.  Применение методов дифференциального исчисления: полное исследование 

функции. Построение графиков 
2 

13.  Применение методов интегрального исчисления: интегрирование заменой 

переменной и по частям в неопределенном интеграле 
2 

14.  Применение методов интегрального исчисления: интегрирование 

рациональных и иррациональных функций 
2 

15.  Применение методов интегрального исчисления: интегрирование 

тригонометрических функций Универсальная подстановка 
2 

16.  Применение методов интегрального исчисления: вычисление определенных 

интегралов 
2 

17.  Применение методов интегрального исчисления: вычисление площадей 

фигур с помощью определенных интегралов Применение методов 

интегрального исчисления: вычисление площадей фигур с помощью 

определенных интегралов 

2 

18.  Определение сходимости числовых рядов 2 

19.  Анализ функционального ряда. 2 

20.  Решение дифференциальных уравнений первого порядка 2 

21.  Решение дифференциальных уравнений второго порядка 2 

22.  Решение задач с использованием дифференциальных уравнений 2 

23.  Действия с комплексными числами 2 

24.  Элементы аналитической геометрии 2 

25.  Поверхности второго порядка 2 

 

3. СОДЕРЖАНИЕ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

Практическое занятие № 1 

Тема: Выполнение операций над матрицами 

Цель: закрепить и проконтролировать умения выполнять операции над матрицами, 

находить значение матричного многочлена. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 



Ход выполнения: 
Теоретический материал и методические указания к выполнению заданий 

Операции над матрицами 

1.Сложение и вычитание матриц определены только для матриц одинакового 

размера. 

Суммой (разностью) матриц является матрица, элементами которой являются 

соответственно сумма (разность) элементов исходных матриц.  cij = aij ± bij. 

2. Умножения (деления) матрицы любого размера на произвольное число сводится 

к  умножению (делению) каждого элемента матрицы на это число. 

3. Произведением матриц называется матрица, элементы которой могут быть 

вычислены по следующим формулам: 

A×B = C; 

 
Пример: 

 
4. Транспонирование матрицы (обозначение: AT) — операция, при которой 

матрица отражается относительно главной диагонали, то есть 
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Пример: Даны матрицы А = 
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Вариант 1 

 

1. Вычислите матрицу D=(A-B)т*С, где 
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http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%86%D1%8B


2. Найти значение матричного многочлена  f(A):   
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3. Вычислите матрицу D=AB-2E, где 
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B ;     Е – единичная матрица. 

4. Найти произведение матриц: 
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Вариант 2 

1. Вычислите матрицу D=A*(B+С), где 
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2. Найти значение матричного многочлена  f(A):   
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3. Вычислите матрицу D=AB+4E, где 
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4. Найти произведение матриц: 
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Вариант 3 
1. Вычислите матрицу D=A*(B-С)Т, где 
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2. Найти значение матричного многочлена f(A):  
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3. Вычислите матрицу D=AB+3E, где 

    









140

251
A ;    



















10

21

02

B ;     Е – единичная матрица. 

4.Найти произведение матриц: 
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Вариант 4 
1.  Вычислите матрицу D= ВА+В-АТ: 
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2. Найти значение матричного многочлена f(A):  
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3. Вычислите матрицу D=AB-5E, где 
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4.Найти произведение матриц: 
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Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 2 

Тема: Вычисление определителей 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения вычислять определители матриц 

различных порядков. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретические сведения и методические указания к выполнению заданий 

Определителем второго порядка называется число равное разности 

произведений элементов главной и второй диагонали: 

 

Пример: 23815
52

43




  

Определителем третьего порядка называется следующее выражение:  

 
Правило треугольников: 



 

 

Пример: .71))1(51124)3(62()3()1(4522161

112

564

321







 

Теорема Лапласа: Определителем n-го порядка, соответствующим матрице nnA , 

называется число  

nnjjj

n

j

j AaAAaMa 111111111

1

1 ......)1(  


 . 

Для вычисления определителя можно использовать элементы произвольной строки 

или столбца. 

Пример: Вычислить данный определитель  четвёртого порядка с помощью 

разложения по строке или столбцу:     

                                            

3613

0213

1210

0112





  

  Решение. Удобнее всего делать разложение по строке или столбцу, в которых 

встречается наибольшее число нулевых элементов. В данном случае – это четвёртый 

столбец. Итак, имеем 

  Полученные в итоге два определителя третьего порядка вычислим тем же методом. 

В определителе 
1  нулевых элементов нет, поэтому можно выбрать для разложения 

любой из столбцов, например, первый. В 
2  единственный нулевой элемент 

находится на пересечении первого столбца со второй строкой. Для разнообразия 

будем разлагать 
2  по второй строке:  

232116
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
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Таким образом окончательно получим: 1)1(323 21   

Свойства определителей 

1. При транспонировании матрицы определитель не меняется. 

2. При перестановке любых двух строк (столбцов) определитель 

меняет только знак. 

3. При умножении строки (столбца) на некоторое число 

определитель умножается на это число.   



4. Если все соответствующие элементы квадратных матриц 

одного порядка одинаковы, за исключением элементов одной i-ой строки, то      
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




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
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5. Величина определителя не изменяется, если к элементам 

некоторой строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки 

(столбца), умноженной на некоторое число. 

Определитель равен нулю, если: 

- все элементы некоторой строки (столбца) равны нулю. 

- две строки (столбца) одинаковы. 

- две строки (столбца) определителя пропорциональны. 

Вариант 1 

1. Решите уравнения:    а)   .0
74

312






x

х
       б) 1

750

54

11

х

х

 

2.   Вычислить определители: а)  
74

321 
;    б) 

981

254

390

 . 

3.    Вычислить определители, используя разложение по строке или столбцу: 

   а) 

087

150

344



  ; б) 

6588

5775

3543
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







. 

Вариант 2 

1. Решите уравнение:       а)   .0
17
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





xx

xx
         б)  3
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31
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2.    Вычислить определители:  а)  
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


;    б)  
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. 

3.  Вычислить определители, используя разложение по строке или столбцу: 

а) 
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917 

;    б) 
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4321



. 

Вариант 3 

1. Решите уравнение:        а)     .0
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





xx

xx
          б) 2
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2.  Вычислить определители:  а)  
54

37
;    б)   
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322

123







. 



3. Вычислить определители, используя разложение по строке или столбцу: 

а) 
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902



 ;     б) 

3413
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





 

Вариант 4 

1. Решите уравнение:  а)      .0
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32






xx

xx
     б) 4
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2.  Вычислить определители: а)  
74

115


;    б)   

634

321

151

  

3. Вычислить определители, используя разложение по строке или столбцу: 

  а) 

151

082

706



 ;     б)    

5744

2113

8102

4311


. 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 3 

Тема: Нахождение обратной матрицы. Вычисление ранга матрицы. 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения находить обратную матрицу; 

закрепить умения вычислять ранг матрицы. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Обратная матрица 

Определение. Квадратная матрица 1A  называется обратной к квадратной матрице 

A  того же порядка, если EAAAA   11 , где E - единичная матрица. 

Алгоритм нахождения обратной матрицы: 

1. Вычислить определитель. 

2. Транспонировать матрицу. 

3. Вычислить алгебраические дополнения всех элементов транспонированной матрицы. 

4. Выписываем обратную матрицу по формуле 




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Пример: найти матрицу 1 AC обратную к A , если 


















011

120

301

A . 

Решение.  Прежде всего, вычислим определитель матрицы A , чтобы убедиться в 

возможности существования обратной матрицы. 
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Следовательно, для A   существует обратная матрица. 

Воспользуемся теперь формулой, выражающей элементы обратной матрицы через 

алгебраические дополнения к элементам транспонированной матрицы. Для 

TA имеем  
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Вычислим последовательно элементы ijc : 
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С учётом полученного, обратная к A  матрица имеет вид 










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


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


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Ранг матрицы 

Определение. Ранг матрицы – это порядок её базисного минора (наивысший 

порядок, отличных от нуля миноров).  

Утверждение. Ранг матрицы не меняется   

      - при транспонировании матрицы. 

      - при перестановке её строк и столбцов. 

- при умножении всех элементов её строки (столбца) на число отличное от нуля. 

      - при добавлении к одной из строк (столбцов) линейной комбинации из других 

её строк (столбцов). 

      - при удалении (вычёркивании) из неё строки (столбца) из нулей.   

      - при удалении из неё строки (столбца), представляющей линейную комбинацию 

других строк (столбцов).  

 

Пример. Найти ранг матрицы: 

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Решение. Используем свойства ранга матрицы. Для удобства преобразуем матрицу 

так, чтобы в первой строке самый крайний слева элемент был равен единице. Для 

этого вычтем первую стоку из второй и преобразованную вторую строку поменяем 

местами с первой.  
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Теперь из второй и третьей строк вычтем первую, умноженную соответственно на 2 

и 5:  




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
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Третья строка равна второй и её можно вычеркнуть согласно свойству 6. Таким 

образом, исходная матрица в результате эквивалентных преобразований переходит в 

следующую: 
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07910

12211
~A . 

В этой матрице имеются миноры второго порядка, отличные от нуля, например,  

минор 
10

11
. Этот минор можно выбрать в качестве базисного. Следовательно, ранг 

исходной матрицы равен двум: 2)( Arg .   

Вариант 1 

1.Определить имеет ли матрица: обратную, и если имеет, то найти ее: 
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2. Найти ранги матриц: 
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3. Дана матрица А . Найти: а)АА-1; б) А-1А. 
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Вариант 2 

1.Определить имеет ли матрица: обратную, и если имеет, то найти ее: 
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2.Найти ранги матриц: 

а)  .
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3. Дана матрица А . Найти: а)АА-1; б) А-1А. 
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Вариант 3 

1. Определить имеет ли матрица: обратную, и если имеет ,то найти ее: 

.

8103

462

321
















 

2. Найти ранги матриц: 



а) .
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3.  Дана матрица А . Найти: а)АА-1; б) А-1А. 
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
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Вариант 4 

1. Определить имеет ли матрица: обратную, и если имеет ,то найти ее: 
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2. Найти ранги матриц: 
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3. Дана матрица А. Найти: а) АА-1; б) А-1А. 
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
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Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 4-6 

Тема: Решение систем линейных уравнений различными методами 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через решение 

упражнений; закрепить умения решать системы линейных уравнений различными 

методами; закрепить умения решать матричные уравнения; закрепить умения 

находить общее решение системы линейных уравнений. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретические сведения и методические указания к выполнению заданий 

Метод Крамера 

Теорема. Пусть ∆ - определитель матрицы системы А, а ∆j  - определитель 

матрицы, полученной из матрицы А заменой j-ого столбца столбцом свободных 

членов В. Тогда система уравнений имеет единственное решение, определяемое по 

формулам: 

),...,2,1( njx
j

j 



 . 

Пример: решить систему уравнений методом Крамера:    

                        
Решение: запишем данную систему уравнений на языке матриц. 
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3

2

1

B

x

x

x

XA . 

Вычислим главный определитель матрицы системы: 

3)12129(12186

323

312

322





 A . 

Вычислим вспомогательные определители (самостоятельно, у доски): 

.3

723

112

122

,6

373

312

312

,0

327

311

321

321 











  

По формулам Крамера, получаем:  1
3

3
,2

3

6
,0

3

0 3
3

2
2

1
1 














 xxx . 

Ответ: (0;2;1). 

Метод обратной матрицы 

Пусть имеется система линейных уравнений AХ=B и ее определитель не равен 

нулю. 

BAX  1  - решение системы. 

Пример: решить систему уравнений методом обратной матрицы:     

 
Решение: Система, как и прошлом примере, но теперь ее решим методом 

обратной матрицы. 

Найдем обратную матрицу А-1:  

3

323

312

322





A
. 

Транспонируем матрицу  

























333

212

322
TA

 

Находим алгебраические дополнения всех элементов транспонированной 

матрицы: 

242
12

22
0)66(

33

22
336

33

12

10)64(
22

32
396

33

32
12)66(

33

22

734
21

32
3)96(

33

32
963

33

21

332313

322212

312111





































TTT

TTT

TTT

AAA

AAA

AAA

 

Выписываем обратную матрицу: 





















2107

033

3129

3

11A
. 

Тогда .

1

2

0

3

6

0

3

1

7

1

1

2107

033

3129

3

11










































































  BAX  

Метод Гаусса 



Сущность этого метода состоит в том, что посредством последовательных 

исключений неизвестных данная система превращается в ступенчатую (в частности, 

треугольную) систему. 

Приведение матрицы к треугольному виду называется прямым ходом метода 

Гаусса. 

Нахождение переменных – обратным ходом. 

Пример. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

 
Решение: составим расширенную матрицу системы. 

 
Таким образом, исходная система может быть представлена в виде: 

, откуда получаем: x3 = 2; x2 = 5; x1 = 1. 

Вариант 1 

1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить 

ее: а) по формулам Крамера; б) с помощью обратной матрицы  (матричным 

методом); в) методом Гаусса. 















.15

,1243

,12

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

2. Решить матричное уравнение: 

       .
69

11

23

34







 









X                         .

82

91

24

35

















X  

3.Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений 





















.42

,2534
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,4734

4321

4332

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Вариант 2 

1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить 

ее: а) по формулам Крамера; б) с помощью обратной матрицы  (матричным 

методом); в) методом Гаусса. 















.12

,42

,5423

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

2. Решить матричное уравнение: 

       .
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21

31




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












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
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















X  

3.Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений 


















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4321
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Вариант 3 

1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить 

ее: а) по формулам Крамера; б) с помощью обратной матрицы (матричным 

методом); в) методом Гаусса. 















.353

,32

,032

21

321

321
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2. Решить матричное уравнение: 

       .
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


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


X  

3.Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений 


















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4321
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xxxx

 

Вариант 4 

1.Проверить совместимость системы уравнений и в случае совместимости решить 

ее: а) по формулам Крамера; б) с помощью обратной матрицы  (матричным 

методом); в) методом Гаусса. 



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






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321

321

321
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2. Решить матричное уравнение: 

       .
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
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3.Найти общее решение для каждой из заданных систем алгебраических уравнений 


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







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Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 7 

Тема: Составление уравнений прямых, их построение. Решение задач, 

используя уравнения прямых на плоскости 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через решение 

упражнений; закрепить умения находить уравнения прямых и кривых второго 

порядка, строить их. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: 



ознакомиться с теоретическим материалом, рассмотреть примеры решения 

задач, решить задачи по вариантам (вариант назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал и методические указания к выполнению заданий 

П Р Я М А Я  Л И Н И Я  Н А  П Л О С К О С Т И  

Уравнение с угловым коэффициентом: bkxy   

Уравнение прямой, проходящей через точку A(x0; y0) под заданным углом : 

)( 00 xxkyy   

Уравнение прямой, проходящей через две точки:
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy








  

В З А И М Н О Е  Р А С П О Л О Ж Е Н И Е  Д В У Х  П Р Я М Ы Х  

Условие параллельности двух прямых bkxy   и 11 bxky   имеет вид:  
1kk   

Условие перпендикулярности двух прямых bkxy   и 11 bxky   имеет вид:  

1

1

k
k   

Расстояние d  от точки );( 000 yxM  до прямой 0 CByAx  представляет собой 

длину перпендикуляра, опущенного из точки на прямую и определяется формулой 

22

00

BA

CByAx
d




  

Тангенс угла   между прямыми 11 bxky   и 22 bxky   определяется формулой 

21

12

1 kk

kk
tg




  

Пример:  

 

 

 

 

 



 
Вариант 1 

Даны координаты вершин треугольника АВС: A (1;-1),        B (4; 3),       C (5; 1). 

Найти: 

1. уравнения сторон треугольника и их угловые коэффициенты; 

2. величину угла наклона прямой АВ к оси абсцисс, а также величины 

внутренних углов треугольника; 

3. уравнения высот треугольника и координаты точки Р из пересечения; 

4. длину медианы АМ треугольника; 

5. уравнение прямой, проходящей через точку Р параллельно прямой АС  

6. Построить заданный треугольник и все линии в системе координат: 

Вариант 2 

Даны координаты вершин треугольника АВС: A (0;-1),        B (3; 3),       C (4; 1). 

Найти: 

1. уравнения сторон треугольника и их угловые коэффициенты; 

2. величину угла наклона прямой АВ к оси абсцисс, а также величины 

внутренних углов треугольника; 

3. уравнения высот треугольника и координаты точки Р из пересечения; 

4. длину медианы АМ треугольника; 

5. уравнение прямой, проходящей через точку Р параллельно прямой АС  

6. Построить заданный треугольник и все линии в системе координат: 



Вариант 3 

Даны координаты вершин треугольника АВС: A (1; -2),       B (4; 2),       C (5; 0). 

Найти: 

1. уравнения сторон треугольника и их угловые коэффициенты; 

2. величину угла наклона прямой АВ к оси абсцисс, а также величины 

внутренних углов треугольника; 

3. уравнения высот треугольника и координаты точки Р из пересечения; 

4. длину медианы АМ треугольника; 

5. уравнение прямой, проходящей через точку Р параллельно прямой АС  

6. Построить заданный треугольник и все линии в системе координат: 

Вариант 4 

Даны координаты вершин треугольника АВС: A (2; -2),       B (5; 2),       C (6; 0). 

Найти: 

1. уравнения сторон треугольника и их угловые коэффициенты; 

2. величину угла наклона прямой АВ к оси абсцисс, а также величины 

внутренних углов треугольника; 

3. уравнения высот треугольника и координаты точки Р из пересечения; 

4. длину медианы АМ треугольника; 

5. уравнение прямой, проходящей через точку Р параллельно прямой АС  

6. Построить заданный треугольник и все линии в системе координат: 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 8 

Тема: Решение задач, используя уравнения кривых второго порядка на 

плоскости: составление уравнений окружности, эллипса, их построение. 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения находить канонические уравнения 

окружности и эллипса, строить их. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал и методические указания к выполнению заданий 

Кривой второго порядка называется линия, которая аналитически определяется 

уравнением 2-й степени относительно х и у.  

2 2 0Ах Вху Су Dх Еу F      , где 

 А, В, С, D, Е, F – действительные числа. 

Уравнения окружности  

   x a y b R   
2 2 2  

Пример: Построить линии по уравнениям в прямоугольной системе координат: 

 



 

Каноническое уравнение эллипса 

.1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

а- большая полуосью эллипса 

b - малая полуосью  эллипса 

;22 bac  - полуфокусное расстояние 

.
а

с
 - эксцентриситет эллипса 



a
x  - директрисы эллипса 

Пример: построить линии по уравнениям в прямоугольной системе координат: 

 

 

Пример установить вид линии второго порядка, привести уравнение к 

каноническому виду и построить эту линию: х2 + у2 + 4x + 2у +1 = 0, 

Решение: Уравнение х2 + у 2 + 4х + 2у +1 =0 определяет окружность, так как 

А=С= 1. Для получения канонического уравнения окружности выделим полные 

квадраты по переменным х и у: 

    041244 22  yyxx , 

    412
22
 yx . 



Итак, получено каноническое уравнение окружности с центром в точке (-2,-1) и 

радиусом R=2 

Пример: установить вид линии второго порядка, привести уравнение к 

каноническому виду и построить эту линию: 09183095 22  yxyx  

Решение: Уравнение 09183095 22  yxyx определяет эллипс, так как А   С = 

5  9 > 0. Чтобы получить каноническое уравнение эллипса, выделим полные 

квадраты по переменным х и у и поделим полученное уравнение на свободный член: 

    09959129965 22  yyxx , 

    451935
22
 yx , 

   
1

5

1

9

3
22





 yx

. 

Итак, получено каноническое уравнение эллипса с центром в   точке    (3,-1)    и   

полуосями а =3  (большая) и 5b (малая). 

Вариант 1 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

a.     923
22
 yx  

b.   15
22  yx  

c. 1
164

22


yx

 

d. 
   

1
25

1

9

4
22





 yx

 

2. Составить уравнение окружности с центром в точке С(1;4) и радиусом R=3. 

Проверить, лежат ли на этой окружности точки D(0;5), А(1;7), В(2;3). 

3. Установить вид линии второго порядка, привести уравнение к каноническому 

виду и выписать основные элементы: 

a. 045622  yxyx  

b. 01204 22  xyx  

c. 0422  xyx  

d. 095422  yxyx  

e. 0164 22  yx  

f. 06121632 22  yxyx  

Вариант 2 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

a.     116
22
 yx  

b.   254 22
 yx  

c. 1
925

22


yx

 

d. 
   

1
36

2

4

4
22





 yx

 

2. Составить уравнение окружности с центром в точке С(-1;2) и радиусом R=4. 

Проверить, лежат ли на этой окружности точки D(0;5), А(-1;6), В(2;3). 



3. Установить вид линии второго порядка, привести уравнение к каноническому 

виду и выписать основные элементы: 

a. 061822  yxyx  

b. 04205 22  xyx  

c. 0622  уyx  

d. 038722  yxyx  

e. 0366 22  yx  

f. 06143075 22  yxyx  

 

Вариант 3 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

a.     473
22
 yx  

b.   95 22
 yx  

c. 1
3616

22


yx

 

d. 
   

1
25

2

9

3
22





 yx

 

2. Составить уравнение окружности с центром в точке С(0;5) и радиусом R=1. 

Проверить, лежат ли на этой окружности точки D(0;6), А(-1;6), В(2;3). 

3. Установить вид линии второго порядка, привести уравнение к каноническому 

виду и выписать основные элементы: 

a. 016822  yxyx  

b. 06243 22  xyx  

c. 0322  хyx  

d. 034522  yxyx  

e. 0459 22  yx  

f. 01283676 22  yxyx  

Вариант 4 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

a.     991
22
 yx  

b.   47 22
 yx  

c. 1
499

22


yx

 

d. 
   

1
9

3

36

1
22





 yx

 

2. Составить уравнение окружности с центром в точке С(4;0) и радиусом R=2. 

Проверить, лежат ли на этой окружности точки D(0;6), А(-1;6), В(6;0). 

3. Установить вид линии второго порядка, привести уравнение к каноническому 

виду и выписать основные элементы: 

a. 0121022  yxyx  



b. 02287 22  xyx  

c. 0622  хyx  

d. 039722  yxyx  

e. 06416 22  yx  

f. 02275436 22  yxyx  

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 9 

Тема: Составление уравнений гиперболы и параболы и их построение  

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через решение 

упражнений; закрепить и проконтролировать умения находить канонические 

уравнения гиперболы и параболы, строить их. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал и методические указания к выполнению заданий 

Каноническое уравнение гиперболы 
2 2

2 2
1

х у

а b
   - каноническое уравнение гиперболы, где а – действительная полуось; 

b-мнимая полуось. 
2 2

0 0

2 2

( ) ( )
1

х х у у

а b

 
   - нормальное уравнение гиперболы,  

b
у x

a
   - уравнение асимптот гиперболы. 

Пример: Построить линию:  

 



 

Каноническое уравнение параболы 

y px2 2 - каноническое уравнение параболы. 

Парабола асимптот не имеет. 

x
p

 
2

 - директриса параболы.   F
p

2
0,









  – фокус параболы. 

  )(2
2

axpbу  - нормальное уравнение параболы (уравнение параболы со 

смещенной вершиной) 

Пример :Построить линию: 

 

Пример: Привести к каноническому виду уравнение кривой второго порядка 5х2 -

4у2 +16у-36 = 0 

Решение: Для получения канонического уравнения выделим полный квадрат по 

переменной у и поделим полученное уравнение на свободный член: 

  ,016364445 22  yyx                 20245
22  yx ,            

1
5

2

4

22





yx  

Итак, получено каноническое уравнение гиперболы с центром в точке (0,2), а = 2 и  

5b . 

Пример: Привести к каноническому виду уравнение кривой второго порядка 

01242 2  xyy . 

Решение. Уравнение кривой преобразуется следующим образом: 



  0121122 2  xyy  или   03212
2

 xy . Отсюда    









2

3
212

2
xy ,

   









2

3
1

2
xy

, 

имеем параболу, у которой вершина находится в точке 








 1 ,

2

3
O

, параметр 
2

1
p , а 

ветви параболы направлены в отрицательную сторону оси ОХ.  

Вариант 1 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

a. 1
3616

22


yx

 

b. 22 10yх   

c.  2
3 xу  

d. 
   

1
25

2

9

3
22





 yx

 

2. Кривая второго порядка задана уравнением:  

1) 061822  yxyx  

2) 05102  xyx  

a. приведите уравнение к каноническому виду, 

b. найдите все характеристики данной кривой, 

3. Составить канонические уравнения: а) гиперболы; б) параболы (А, В – точки, 

лежащие на кривой; а – большая (действительная) полуось; в – малая (мнимая) 

полуось;   - эксцентриситет; y =  kx – уравнения асимптот гиперболы, D – 

директриса кривой, 2с – фокусное расстояние). 

а) а = 13, ;
13

14                   б) .4: xD  

Вариант 2 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

g.  2
5 yх  

h. ху 42   

i. 1
499

22


yx

 

j. 
   

1
9

3

36

1
22





 yx

 

2. Кривая второго порядка задана уравнением:  

1) 04592  yx  

2) 01283676 22  yxyx  

a. приведите уравнение к каноническому виду, 

b. найдите все характеристики данной кривой, 

3. Составить канонические уравнения: а) гиперболы; б) параболы (А, В – точки, 

лежащие на кривой; а – большая (действительная) полуось; в – малая (мнимая) 

полуось;   - эксцентриситет; y =  kx – уравнения асимптот гиперболы, D – 

директриса кривой, 2с – фокусное расстояние). 



а) а = 7, ;
7

85      б) .5: xD  

Вариант 3 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

a. 1
164

22


yx

 

b. 28yx   

c.  2
54  yx  

d. 
   

1
25

1

9

4
22





 yx

 

2. Кривая второго порядка задана уравнением:  

1) 0366 2  yx  

2) 06143075 22  yxyx  

a. приведите уравнение к каноническому виду, 

b. найдите все характеристики данной кривой, 

3. Составить канонические уравнения: а) гиперболы; б) параболы (А, В – точки, 

лежащие на кривой; F – фокус; а – большая (действительная) полуось; в – малая 

(мнимая) полуось;   - эксцентриситет; y =  kx – уравнения асимптот гиперболы, D 

– директриса кривой, 2с – фокусное расстояние). 

а) b = 3, F (7,0);                 б) .7: xD  

Вариант 4 

1. Определить тип линии по уравнениям и построить в прямоугольной системе 

координат: 

a. 1
925

22


yx

 

b.  2
42  xу  

c. 26ух   

d. 
   

1
36

2

4

4
22





 yx

 

2. Кривая второго порядка задана уравнением:  

1) 064162  yx  

2) 02275436 22  yxyx  

a. приведите уравнение к каноническому виду, 

b. найдите все характеристики данной кривой, 

3. Составить канонические уравнения: а) гиперболы; б) параболы (А, В – точки, 

лежащие на кривой; F – фокус; а – большая (действительная) полуось; в – малая 

(мнимая) полуось;   - эксцентриситет; y =  kx – уравнения асимптот гиперболы, D 

– директриса кривой, 2с – фокусное расстояние). 

а) ,102в  F (-11,0);            б) .2: xD  

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 10 

Тема: Применение методов дифференциального исчисления: вычисление 

производных сложных функций 



Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через решение 

упражнений; закрепить умения находить производные функции первого порядка. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал и методические указания к выполнению заданий 

1. ПРАВИЛА И ФОРМУЛЫ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

 Если С - постоянная, u = u(x), v(x) - некоторые дифференцируемые функции, то 

справедливы следующие правила дифференцирования: 

1) 0)( c  

2)   ;1
/
x  

3)  u v u v    
/

; 

4)  сu cu
/

;   

5)   ;
/

vuvuuv   

6)  ;0       
2

/












v

v

vuvu

v

u  

 



Все эти правила применяются к таблице производных 

Таблица производных сложных функций 

1.   unuu nn 
 1  ( Rn )   2. u

uu












2

11  

3.   u
u

u 


2

1      4.   uuu 


cossin  

5.   uuu 


sincos     6.   u
u

u 


2cos

1
tg  

7.   u
u

u 


2sin

1
ctg     8.   u

u
u 





21

1
arcsin  ( 1u ) 

9.   u
u

u 





21

1
arccos  ( 1u ) 10.   u

u
u 





21

1
arctg  

11.   u
u

u 





21

1
arcctg    12.   uaaa uu 


ln ( Raa    ,0 ) 

13. uee uu       14.   u
au

ua 


ln

1
log  

15.   u
u

u 
 1

ln    

Пример1: Найти производные функций: 

а) xxy 3cos  ; б) xxy sinln2  ; в) 
x

xx
y

tg

2 
 . 

Решение. а) Функция y  – это произведение двух функций xf cos1   и xf 32  , 

поэтому по третьему правилу дифференцирования:  

        





 xxx xxxy 3cos3cos3cos . 

Из таблицы производных находим, что   xxx 


sincos , и так как 1x , то 

  xx sincos 
 ;   3ln33ln33 xxx x 


. 

 Значит,  xxxxy xxx sincos3ln33ln3cos3sin  . 

б)           x
x

xxx
x

xxxxxxy cos
2

cos
1

2sinln2sinln2sinln2 














  

в)     
 

x

x
xxx

x
x

x

xxxxxx

x

xx
y

2

2

2

2

222

tg

cos

1
tg

2

1
2

tg

tgtg

tg



































 
  

Пример 2. Найти производные функций: 

а) xy 2ctg ; б) xy 5sin3 ; 

Решение. а) Функция y  – это сложная функция xu ctg , 
2uy  . Тогда по формуле 

1 таблицы производных   xxuuyx ctgctg22 , а по формуле 5 

 
x

x
x

x
22 sin

1

sin

1
ctg 

 .Таким образом, 









x
xy

2sin

1
ctg2 . 

б) Используем правило дифференцирования 3а:    


 xxy 55 sin3sin3 . Функция 

x5sin  – сложная xu sin , 55sin ux  . Поэтому  

     xxxxuy cossin15sinsin1553 444 


 . 

Пример 3. Найти производную функции    .53 2 xtgy   

Решение. Применим формулу производной сложной функции.   Если бы нужно 

было вычислить значение xtg 53 2    при   х = х0,  то сначала  вычисляли  бы   5х0,    

затем   05xtg , затем полученный результат возвели бы в квадрат. То есть   xtg 53 2    



является суперпозицией трех функций, поэтому и производная будет равна 

произведению трех производных 

  .
5cos

5
305

5cos

1
523

22 x

xtg

x
xtgy   

Пример 4. Найти производную функции    
 

.
385

3sin2
23

4






xx

x
y  

       

 
         

 
    
 33

4233

43

234233

43

234234

385

3sin281523853cos3sin12

385

81538523sin238533cos3sin4

385

3853sin23853sin2
























 






xx

xxxxxx

xx

xxxxxxxx

xx

xxxxxx

y

 

 

Вариант 1 

1. Найти производные функций, используя правила дифференцирования: 

a. 2 7y x x  ; 

b. 6 3y x x   

c.   2 72 4y x x    

d. 
2 1

x
y

x



 

2. Найти производные функций: 

а) у = 3
111

32


xxx
; е) у = 

2

2cos1

sin









 x

x ; 

 б) у = 3х  sin 5x + 8; ж) у =х (cos ln x + sin ln x ); 

 в) у = (3 + sin x) 2  x; з) у = )(2 32

xx

ee  ; 

 г) у = 
52

23

2 



xx

x
; и) у = 0,92

)( 3x
; 

 д) у = 3arcsin x ; к) у = 
xx
2tg)( . 

 

Вариант 2 

1. Найти производные функций, используя правила дифференцирования: 

a. 2 8y x x   ; 

b. 8 1y x x    

c.    2 41 4y x x    

d. 
2

3 4

x
y

x



 

2. Найти производные функций: 

а) у = 3

32 3

1

2

1
x

xx
 ; е) у = arctg 14 2 x ; 

б) у = 2
2

2
2


x
; ж) у = 

x

x





1

1
; 



в) у = (х + 5) 7  sin3x; з) у = (х +1)  arccos (x 2 +1); 

г) у = xx 33 cossin  ; и) у = 
2

ln
5

5

x

x
; 

д) у = 52 ctg x ; к) у = (tg x)х. 

 

Вариант 3 

1. Найти производные функций, используя правила дифференцирования: 

a. 3 1004y x x  ; 

b. 2 1y x x    

c.   2 63 1y x x   ; 

d. 
3

2 4

x
y

x



 

2. Найти производные функций: 

a) y = 5

2

1
5 x

x
x  ; е) у = сos 2 x –2ln cos x; 

б) у = arctg 
x

x





1

1
; ж) у = 

3)4sin1(

1

x
; 

в) у = 3
2)34( x ; з) у = 

x

1
arcsin 2 ; 

г) у = х2  ctg2 x ; и) у = 
2

7 x
; 

д) у = cos 2 5x + 7x; к) у = (cos x ) sin x. 

 

Вариант 4 

1. Найти производные функций, используя правила дифференцирования: 

a. 22 1y x x   ; 

b. 10 5y x x   

c.    2 41 2y x x   ; 

d. 
2

2 1

x
y

x



 

2. Найти производные функций: 

а) у = 3x5 – 
5

5

x
 + 5 25 x ; е) y = 

42cos

4sin5





x

xx
; 

б) y = arcsin (3x3 + 4); ж) y = ln cos(5x 3 + 4); 

в) y = ( x+ 8)  arctg 4x3 ; з) y = ( ctg 3x + 1 )5; 

г) y = 
x

xx

3

32 23 
; и) y = 5 x2sin ; 

д) y = 4x  ( 1 – 3ln x); к) y = (cos x ) x . 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 11 

Тема: Производные и дифференциалы высших порядков 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения находить производные функции 



различных порядков; закрепить умения применять производные для решения 

дифференциальных уравнений. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал и методические указания к выполнению заданий 

Производные высших порядков 

 Если производная  xf   функции  xfy   определена в некоторой 

окрестности точки 0x  и имеет в этой точке производную, то эта производная от 

 xf   называется второй производной (или производной второго порядка) 

функции  xfy   в точке 0x  и обозначается одним из следующих символов: 

 0xf  , 
  0

2 xf ,  0xy  , 
  0

2 xy ,  02

2

x
dx

yd
,  02

2

x
dx

fd
 xxy  . 

 Третья производная определяется как производная от второй производной 

и т. д. Если уже введено понятие  1n -й производной и если  1n -я 

производная имеет производную в точке 0x , то указанная производная 

называется n -й производной (или производной n -го порядка) и обозначается 

   
  0xf n

,  0xyn  или  0x
dx

fd
n

n

,  0x
dx

yd
n

n

. 

Таким образом, производные высших порядков определяются индуктивно по 

формуле: 

     
        xyxy nn 1

. 

Функция, имеющая n -ю производную в точке 0x , называется n  раз 

дифференцируемой в этой точке. 

Пример. Найти 
2

2

dx

yd
 функции 

xey arcsin . 

Решение.     












x

x
x

x

x

e

e
e

e
e

dx

dy
y

22 11

1
arcsin  

   



























x

xxxx

x

x

e

eeee

e

e

dx

yd

dx

yd
2

22

22

2

1

11

1  222

2

2
2

11

1
1

x

x

x

x

x
xx x

e

e

e

e

e
eee









 

Вариант 1 

1. Найти производные функций указанных порядков: 

?,
32

1

?,
4

cos

?,2sin

?,154

2

23













y
x

x
y

y
x

y

yxy

yxxxy

 
 

2. Найти производную функции второго порядка в точке х0:      
2xey  ,  х0=0. 

3. Показать, что функция у=3tg(2x-1) удовлетворяет уравнению  y’’=2yy’. 



Вариант 2 

1. Найти производные функций указанных порядков: 

?,
32

12

?,5sin

?,23

?,562

2

34













y
x

x
y

yxy

yy

yxxxy

x

 
2. Найти производную функции второго порядка в точке х0:    y=x+sin2x,  х0=0. 

3. Показать, что функция у=2e3x-e-3x удовлетворяет уравнению  yy’’’=y’y’’. 

Вариант 3 

1. Найти производные функций указанных порядков: 

?,
3

6

?,2

?,
3

cos

?,383

2

23












y
x

x
y

yxtgy

y
x

y

yxxxy

 
2. Найти производную функции второго порядка в точке х0:             y=xln3x,  

х0=1. 

3. Показать, что функция y=ln2x удовлетворяет уравнению  )1(
2

2
y

x
y  . 

Вариант 4 

1. Найти производные функций указанных порядков: 

?,
41

?,
2

?,

?,2536

2

24














y
x

x
y

y
x

ctgy

yey

yxxxy

x

 
 

2. Найти производную функции второго порядка в точке х0:           y=x2e-x,  

х0=0. 

 

3. Показать, что функция у=3-2x+32x    удовлетворяет уравнению  y’’=4ln23 y. 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 12 

Тема: Применение методов дифференциального исчисления: полное исследование 

функции. Построение графиков 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения исследовать функции методами 

дифференциального исчисления, строить их графики. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения:  
Теоретический материал и методические указания к выполнению заданий 



При исследовании функций и построении их графиков рекомендуется 

использовать следующую схему: 

1. Найти область определения функции. 

2. Исследовать функцию на четность-нечетность. 

3. Найти вертикальные асимптоты. 

4. Исследовать поведение функции в бесконечности, найти горизонтальные 

и наклонные асимптоты. 

5. Найти экстремумы и интервалы монотонности функции. 

6. Найти интервалы выпуклости функции и точки перегиба. 

7. Найти точки пересечения с осями координат и, возможно, некоторые 

дополнительные точки, уточняющие график. 

Заметим, что исследование функции проводится одновременно с построением ее 

графика. 

Исследовать функцию и построить ее график: 

2

2

1

1

х

х
у




 . 

РЕШЕНИЕ: 

1. Область определения       .1..,,11,11,  хет  

2. Функция четная, т.к. f(-x)=f(x),  и ее график симметричен относительно оси 

ординат. 

3. Вертикальные асимптоты могут пересекать ось абсцисс в точках –1, 1 . 










 2

2

012

2

01 1

1
lim

1

1
lim

x

x
и

x

x
xx

, то прямая х=1 есть вертикальная асимптота. В силу 

симметрии графика f(x) х=-1 также вертикальная асимптота. 

4. Поведение функции в бесконечности. Вычислим 1
1

1
lim

2

2





 x

x
x

. В силу 

четности также имеем 1
1

1
lim

2

2





 x

x
x

, т.е. прямая у=-1 – горизонтальная 

асимптота. 

5. Экстремумы и интервалы монотонности. 

Найдем 
   

;
1

4

1

)2)(1()1(2
2222

22

x

х

x

хxxх
у







  

 

 

 

 

       у’=0 при х=0   и    у’ не существует при х=1, х=-1. 

      Однако критической является только точка х=0.  

       х=0 – точка минимума и fmin =f(0)=1 –     минимум     функции.  

6. Интервалы выпуклости и точки перегиба. 

Найдем 
   

.
1

)31(4

1

)2)(1(24)1(4
32

2

42

222

x

х

x

хxхx
у









  

 

 

 

 

Точек перегиба нет. 



7. Точки пересечения с осями. f(0)=1, т.е. точка пересечения с осью 

ординат (0,1). Уравнение f(x)=0 решений не имеет, следовательно, график 

функции не пересекает ось абсцисс. 

Построим график функции. 

 

Вариант 1 

 Исследовать заданные функции методами дифференциального исчисления, 

начертить их графики.  

 

а ;51292 23  xxxy  

б .
1

x

x
y


  

в  .2ln  xxy  

Вариант 2 

 Исследовать заданные функции методами дифференциального исчисления, 

начертить их графики.  

а ;196 23  xxxy  

б .
1


x

x
y  

в   .2
22 xexy   

Вариант 3 

 Исследовать заданные функции методами дифференциального исчисления, 

начертить их графики.  

а ;1093 23  xxxy  

б .
2

3





x

x
y  

в   .1 13  xexy  

Вариант 4 

 Исследовать заданные функции методами дифференциального исчисления, 

начертить их графики.  

а ;296 23  xxxy  

б .
4

9





x

x
y  

в .
2xexy   

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 13 



Тема: Применение методов интегрального исчисления: интегрирование заменой 

переменной и по частям в неопределенном интеграле  

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения вычислять неопределенные 

интегралы по таблице интегралов и использую методы интегрирования  

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Первообразная и неопределенный интеграл 

Функция F(x) называется первообразной по отношению к функции f(x), 

если F(x) дифференцируема и выполняется условие F`(x)=f(x). 

Основные правила интегрирования 

1. Постоянный множитель можно вынести за знак интеграла. 

  dxxfkdxxkf )(*)(  

2. Интеграл от суммы двух или нескольких функций равен сумме 

интегралов. 

   dxxfdxxfdxxfxf )()())()(( 2121  

3. При интегрировании сложной функции перед интегралом выносится 

множитель 
a

1
. 

   .)(
1

)()(
1

)( CbaxF
a

baxdbaxf
a

dxbaxf  

Таблица основных интегралов 

 

1.   Cdx0 . 

2.   Cxdx . 

3. 1,
1

1







 



 C

x
dxx . 

4. Cx
x

dx
 ||ln . 

5. C
a

a
dxa

x
x  ln

. 

6. Cedxe xx  . 

7.   Cxxdx cossin . 

8.   Cxxdx sincos . 

9. Ctgx
x

dx
 2cos

. 

10. Cctgx
x

dx
 2sin

. 

11. Carctgx
x

dx


 21
. 

12. 0,
1

22


 aC
a

x
arctg
axa

dx
. 

13. Cx
x

dx



 arcsin

1 2
. 

14. C
a

x

xa

dx



 arcsin

22
. 

15. ,||ln
2

1
22

C
ax

ax

aax

dx







 . 

16. Caxx
ax

dx



 ||ln 2

2
. 



Интегрирование подстановкой 

Теорема 1. Если не удается найти интеграл  dxxf )(  непосредственно, то можно 

выбрать такую функцию x = (t), удовлетворяющую условиям: 

1) (t) непрерывна при t  (;), соответствующем интервалу x  (a;b),  

2) дифференцируемая при t  (a;b); 

3) имеет обратную функцию t = -1(x), чтобы 

  dtttfdxxf )('))(()(   |  )(1 xt    

Интегрирование по частям 

Теорема. Пусть функция U = U(x) и V = V(x) дифференцируемы на некотором 

интервале (a;b). Пусть на (a;b) функция V(x)U’(x) имеет первообразную. Тогда на 

(a;b) функция U(x)V’(x) также имеет первообразную. При этом справедливо 

равенство: 

   duVVuudV . 

Большая часть интегралов, берущихся с помощью метода интегрирования по 

частям может быть разбита на группы. 

1) К первой группе относятся интегралы, у которых подынтегральная функция 

содержит в качестве множителя одну из следующих функций: 

Ln x;  arcsin x;  arcos x;  arctg x;  arcctg x;  ln2x;  ln(x);  arcsin2x;… 

при условии, что оставшаяся часть подынтегральной функции представляет собой 

производную известной функции. 

Тогда за функцию u(x) берут соответствующую из перечисленных. 

2) Ко второй группе относятся интегралы вида 

xdxbax n cos)(  ,  xdxbax n sin)(  , 

dxebax x

  )( ,  dxAbax xn 

  )( , 

где a,b,,  ,A – некоторые постоянные числа, A > 0, n  N. 

При этом в качестве u(x) следует брать (ax +b)n и интегрировать по частям n раз. 

Вариант 1 

Найти неопределенные интегралы: 

1)  







 .

34
45

5

6 dx
xx

xx  

2)  









 .

1

3

sin

2
sin452cos

22
dx

xx
xx  

Найти неопределенные интегралы методом подстановки (заменой  переменной): 

3)   xdxx cossin 3 ; 

4)  ;ctgxdx  

5) ;
sin

cos
2 x

xdx
 

6) 


.
18 4

3

dx
x

x
 

Найти неопределенные интегралы методом интегрирования по частям: 

7)  xdxx cos ; 
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8)    .*3 dxex x  

9)   .3ln xdxx  

10) ;
sin

cos
3



x

xdxx
 

Вариант 2 

Найти неопределенные интегралы: 

1)  










.

3

7

2
43

5

4 dx
xx

xx  

2)  













 .

cos

3

4

2

4

2
45sin

22
dx

xxx
x  

Найти неопределенные интегралы методом подстановки (заменой  переменной): 

3)  12x

arctgxdx
; 

4) ;84 3 2

  dxxx  

5) ;
cos2 x

dxtgx
 

6) .35* 43 dxxx   

Найти неопределенные интегралы методом интегрирования по частям: 

7)  xdxxsin ; 

8) ;ln2 xdxx  

9)    .5sin*38 xdxx  

10) .* 12 3

dxex x


  

Вариант 3 

Найти неопределенные интегралы: 

1) 





















 .

4
cos

3

4

2
91

2

7 dx
xx

xx  

2)  















 .

3

9

2
4cos53sin

42
dx

xx
xxx  

Найти неопределенные интегралы методом подстановки (заменой  переменной): 

3)  x

xdx5ln
; 

4) ;
2

1

dx
x

e x

  

5) ;
92 x

x

e

dxe
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6)  .
cos

sin
2
dx
x

x
 

Найти неопределенные интегралы методом интегрирования по частям: 

7)   ;142 dxexx x

   

8)    .ln*15 xdxx  

9)  xdxx 2sin ; 

10)  .dxarctgx  

Вариант 4 

Найти неопределенные интегралы: 

1)  










 .

3

4

5
252 dx

ex
x

x

x  

2)  















 .

6

3

4

5
26cos5

8
sin

2
dx

x
xx

x
x

 

Найти неопределенные интегралы методом подстановки (заменой  переменной): 

3) ;
1arccos 2
 xx

dx
 

4)  .*ln
x

dx
x  

5) 


.
21 2

dx
x

x
 

6) 
 

 



;

13

32
42 xx

dxx
 

Найти неопределенные интегралы методом интегрирования по частям: 

7)   dxx x2 ; 

8)  .2cos* xdxx  

9)    dxex x312 ; 

10)    .3sin*12 xdxx  

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 14 

Тема: Применение методов интегрального исчисления: интегрирование 

рациональных и иррациональных функций 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения вычислять неопределенные 

интегралы рациональных и иррациональных функций  

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 
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Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Интегрирование рациональных дробей 

Задача интегрирования рациональной дроби сводится к умению интегрирования 

только правильных рациональных дробей, так как интегрирование целой части 

дроби (многочлена) не сложная. Если решена задача разложения правильной 

дроби на сумму простых дробей, то дальше надо уметь интегрировать простые 

дроби. Покажем, как интегрировать такие дроби. 

I.   CaxA
ax

axd
Adx

ax

A







  ||ln
)(

 

II. C
axk

A
C

k

axA
axdaxA

ax

axd
Adx

ax

A
k

k
k

kk

















 




 1

1

))(1(1

)(
)()(

)(

)(

)(
)2,(  kNk  

III. C
p

q

t
arctg

p
q

p
MF

qpxx
M

dx
qpxX

FMx












44

2||ln
2 22

2

2

  

Любая рациональная дробь интегрируема.  

Для этого необходимо выполнить следующие действия. 

1) Если дробь является неправильной, выделить ее целую часть, т.е. представить в 

виде: 

)(

)(
)(

)(

)(

xQ

xR
xT

xQ

xP

n

r
nm

n

m   , 

где Tm-n(x) и Rr(x) – многочлены степени m-n и r соответственно (причем r<n). 

2) Разложить правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP

n

r
на сумму простых дробей 

3) Вычислить интегралы от многочлена Tm-n(x) и каждой из простых дробей, 

полученных на шаге2). 

Интегрирование некоторых иррациональных функций 

Не от всякой иррациональной функции интеграл выражается через 

элементарные функции. В дальнейшем будем стремиться отыскивать такие  

подстановки ),x(t   которые привели бы подынтегральное выражение к 

рациональному виду. Если при этом функция )x(  выражается через 

элементарные функции, то интеграл представится в конечном виде и в функции 

от х. 

Назовем этот прием методом рационализации подынтегрального 

выражения. 

 

1) Интеграл вида  dx
Cbxax

nmx






2
 

Такие интегралы находят с помощью преобразований и замены, аналогичным 

преобразованиям и замены для нахождения интеграла от простой рациональной 

дроби III типа. 

2) Подынтегральная функция содержит 
22 xa  . 
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Тогда надо выполнить замену: 









a

x
ttax arcsin;sin      tdtadx cos         

taxa cos22   

Такая замена приводит интеграл от некоторого тригонометрического выражения. 

3) Подынтегральная функция содержит 
22 ax  . 

Тогда надо выполнить замену: 









x

a
t

t

a
x arccos;

cos
   dt

t

ta
dx

2cos

sin
       

atgtax  22  

4) Подынтегральная функция содержит 
22 ax  . 

Тогда надо выполнить замену: 









a

x
arctgttgtax ;    dt

t

a
dx

2cos
        

t

a
ax

cos

22   

5) Подынтегральная функция содержит 
n bax  : 

Тогда надо выполнить замену: n baxx  . 

Вариант 1 

Найдите интегралы от рациональных функций: 

1.   )35(

7

x

dx
; 

2.   6)3(

7

x

dx
; 

3. 
 1842 xx

dx
; 

4. dx
xx

x
 



16

12
2

; 

5. 
   

 11
3

xx

dx
. 

Найдите интегралы от иррациональных функций: 

1. 
 3 2xx

dxx
; 

2. 
 31 x

dxx
; 

3. 


dx
x

x 2
; 

4. 
 

dx
xx

xxx





3

63 2

1
; 

5. 



dx

xx

x

54

52

2
. 

Вариант 2 
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Найдите интегралы от рациональных функций: 

1.   )86(

7

x

dx
; 

2.   3)5(

6

x

dx
; 

3.   842 xx

dx
 

4.  


dx

xx

x

258

16
2

 

5. 
   

 66
3

xx

dx
. 

Найдите интегралы от иррациональных функций: 

1. 



dx

x

x

12

1
; 

2. 
 

dx
x

x

x 





 2

2

2

1
2

; 

3. 
   


3 2

11 xx

dx
; 

4. 
 


3
31 xx

dx
; 

5. 
 3 2xx

dx
. 

Вариант 3 

Найдите интегралы от рациональных функций: 

1.   )132(

7

x

dx
; 

2.   4)9(

4

x

dx
; 

3. 
 8102 xx

dx
; 

4.  


dx

xx

x

53

2
2

; 

5. 
   

 22

3
3

xx

dx
. 

Найдите интегралы от иррациональных функций: 

1. 
 1411 xx

dx
; 

2.    dxxx 3 235 1 ; 

3.    dxxx
3

1 ; 



 

 

 42 

4. 
 221 xx

dx
; 

5. 


dx
x

x

4 31
. 

Вариант 4 

Найдите интегралы от рациональных функций: 

1.   4)23( x

dx
; 

2.   7)3(

7

x

dx
; 

3.   12 xx

dx
; 

4. dx
xx

x
 



56

1
2

; 

5. 
   

 44
3

xx

dx
. 

Найдите интегралы от иррациональных функций: 

1. 



dx

xx

x

54

53

2
; 

2. dx
x

x


 21
; 

3.   dxxx 5 2 ; 

4. 
 3 11 xx

xdx
; 

5. 
 x

dxx

1
. 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 15 

Тема: Применение методов интегрального исчисления: интегрирование 

тригонометрических функций Универсальная подстановка 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения вычислять неопределенные 

интегралы тригонометрических функций  

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Интегрирование тригонометрических функций 

1) Интегралы вида  dx)xcos,x(sinR  
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Применим так называемую универсальную тригонометрическую  

подстановку  

t
2

x
tg  , ,arctgt2x   

2
t1

dt2
dx


 , 

2
2 t1

t2

2

x
tg1

2

x
tg2

xsin







,  

.
t1

t1

2

x
tg1

2

x
tg1

xcos
2

2

2 









 

С помощью указанной подстановки интеграл  dx)xcos,x(sinR   сводится к 

интегралу от рациональной функции 

22

2

2
t1

dt2

t1

t1
,

t1

t2
Rdx)xcos,x(sinR





















 

. 

2) Интегралы вида   xdxcos)x(sinR  или    xdxsin)x(cosR . 

а)   xdxcos)x(sinR  приводится к  dt)t(R  с помощью подстановки 

.dtxdxcos,txsin   

б)   xdxsin)x(cosR  приводится к )dt)t(R(  , если ,txcos    .dtxdxsin   

3) Интегралы вида   dx)xcos,x(sinR,dx)tgx(R
m2k2 . 

Если подынтегральная функция зависит только от  tgx или только от  sinх и 

cosх, входящих в четных степенях, то применяется подстановка 

2
t1

dt
dx,arctgxx,ttgx


 ;

t1

1

xtg1

1
xcos

22

2





  .

t1

t

xtg1

xtg
xsin

2

2

2

2
2





  

в результате которой получим интеграл от рациональной функции: 

4) Интегралы вида     xdxcosxsin
nm

 

а) m и n таковы, что по крайней мере одно из них нечетное число. Пусть 

для определенности n-нечетное. Тогда полагаем 1p2n   

    

  .dt)t(Rdt)t1(ttxsinxsind)xsin1(xsin

xdxcosxcosxsimxdxcosxsin

p2mp2m

p2mnm








 

 

б) m и n  неотрицательные, четные числа. Полагаем p2m  , q2n   

);x2cos1(
2

1
xsin

2
    )x2cos1(

2

1
xcos

2
                                

 
















 .2cos

2

1

2

1
2cos

2

1

2

1
)(cos)(sincossin 22 dxxxdxxxxdxx

qp

qpnm  

Возводя в степень и раскрывая скобки, получим интегралы, содержащие 

x2cos  как в четных, так и нечетных степенях. Интегралы с нечетными степенями 

cos2x интегрируются как в случае а). Четные показатели  степеней cos2x снова 

понижаем по выше указанным  формулам. Продолжая так поступать, получим в 

конце концов слагаемые вида  kxdxcos , которые легко интегрируются. 
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в) m и n  четные числа, но хотя бы одно из них отрицательное.  

В этом случае следует сделать замену ttgx    ( или )tctgx  . 

5) Интегралы вида ;nxdxcosmxcos;nxdxsinmxcos      nxdxsinmxsin   

)nm(  . 

Чтобы проинтегрировать данные функции, достаточно применить 

тригонометрические формулы: 

 x)nmcos(x)nmcos(
2

1
nxcosmxcos   

 x)nmsin(x)nmsin(
2

1
nxcosmxsin   

 x)nmcos(x)nmcos(
2

1
nxsinmxsin   

Вариант 1 

Найдите интегралы от функций, содержащих тригонометрическое выражение: 

1.   dxx)25cos(  

2.  
dx
x

x
2cos1

2sin
 

3.  dx
x

x
32

2

cos
 

4.  xdxx cos5sin . 

Найдите интегралы от функций, рационально зависящих от тригонометрических: 

5.   x

dx

cos21
; 

6.  
dx
x

x

sin3

cos5

; 

7.   x

dx
2sin62

; 

8.  dx
x

x
9

5

sin

cos
; 

9.  dx
x

x
4

2

cos

sin
; 

10.  dxxx 44 cossin  

11.  dxxx 5cos4cos  

Вариант 2 

Найдите интегралы от функций, содержащих тригонометрическое выражение: 

1.  dx
x

x

2sin

2
2

 

2. dx
x

x
  )1sin( 3

2

 

3.  xdxx 2cos2sin
5 3  
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4. 


dx
x

x
2cos1

sin
. 

Найдите интегралы от функций, рационально зависящих от тригонометрических: 

5.   x

dx

sin21
; 

6.  
dx
x

x

cos3

sin5

; 

7.   xx

dx
22 cos9sin2

; 

8.  dx
x

x
6

3

sin

cos
; 

9.  dx
x

x
14

8

cos

sin
; 

10.  dxxx 2cos2sin 22  

11.  dxxx 6sin5sin  

Вариант 3 

Найдите интегралы от функций, содержащих тригонометрическое выражение: 

1.  x

dx
ectgx

2sin
 

2.  xdxx 2cos5 2sin  

3. dx
x

x
  2sin25

2cos
2

 

4.  
dx

x

x

)1(cos 42

3

. 

Найдите интегралы от функций, рационально зависящих от тригонометрических: 

5.   xx

dx

cossin
; 

6.  
dx
x

x

sin2

cos5

; 

7.   x

dx
2cos81

; 

8.  dxxx 32 cossin ; 

9.  dx
x

x
10

6

sin

cos
; 

10.  dxx3sin4  

11.  dxxx 2cos4sin  

Вариант 4 

Найдите интегралы от функций, содержащих тригонометрическое выражение: 

1.  
x

dx
x )2sin(  
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2. 










dx
x

x
2

5
1

cos

 

3.  xdxx 2sin2cos
5 3  

4.   )52(sin2 x

dx
. 

Найдите интегралы от функций, рационально зависящих от тригонометрических: 

5.   x

dx

cos3
; 

6.  
dx
x

x

sin1

cos3

; 

7.   x

dx
2cos2

; 

8.  dxxx 73 cossin ; 

9.  dx
x

x
12

6

cos

sin
; 

10.  dxx6cos  

11.  dxxx 6cos3cos  

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 16 

Тема: Применение методов интегрального исчисления: вычисление 

определенных интегралов 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения вычислять определенные 

интегралы, применять методы интегрирования. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Понятие определенного интеграла 

Определение. Если интегральная сумма 
n
S  имеет предел J , который не 

зависит ни от способа разбиения отрезка ],[ ba  на частичные отрезки, ни от выбора 

точек ic  в них, то этот предел называют определенным интегралом от функции 

)(xf  на отрезке ],[ ba  и обозначают 
b

a

dxxf )( . 

Таким образом,   





n

i
ii

b

a

xcfdxxf
1

0
)(lim)(


,                

где    a  – нижний предел интегрирования;             b  – верхний предел 

интегрирования; 

)(xf  – подынтегральная функция;                  dxxf )(  – подынтегральное 

выражение; 
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x  – переменная интегрирования;                 ],[ ba  – отрезок интегрирования. 

Основные свойства определенного интеграла 

1. Определенный интеграл не зависит от обозначения переменной 

интегрирования: 

 
b

a

b

a

b

a

dzzfdttfdxxf )()()( . 

2. 0)( 
a

a

dxxf . 

3. Постоянный множитель можно выносить за знак определен-ного 

интеграла: 

 
b

a

b

a

dxxfcdxxfc )()( ,   где   constc  . 

4. Интеграл от суммы (разности) двух или нескольких интегрируемых 

на отрезке ],[ ba  функций равен сумме (разности) интегралов от этих функций, то 

есть 

   
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121 . 

5.  
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . 

6. Если bca  , то  
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

7. Если функция 0)( xf  на отрезке ],[ ba , то 0)( 
b

a

dxxf  на этом отрезке. 

8. Если на отрезке ],[ ba  )()( 21 xfxf  , то  
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( 21 . 

9. Производная определенного интеграла по переменному верхнему 

пределу равна подынтегральной функции 

)()( xfdttf

x

x

a












 . 

Формула Ньютона–Лейбница 

Пусть функция )(xfy   интегрируема на ],[ ba . Если функция )(xfy   

непрерывна на отрезке ],[ ba  и )(xF  – какая-либо ее первообразная на ],[ ba , то  

      )()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 .                

Данная формула позволяет вычислить определенный интеграл. 

Пример. Вычислить интеграл 


3

0
29 x

dx
. 

  .
12

0
43

1
01

3

1
0

3

3

3

1

33

1

9

3

0

3

0

2






















 arctgarctgarctgarctg
x

arctg
x

dx
 

Интегрирование заменой переменной и по частям в определенном 

интеграле 

Замена переменной в определенном интеграле 
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Теорема. Пусть функция f (x) непрерывна на отрезке [a;b] и пусть функция x =  

(t)  имеет непрерывную производную  '(t) на отрезке [;], область значений 

этой функции – отрезок [a;b], то есть a   (t)  b  для x t [;], причем  () = a, 

 () = b. 

Тогда справедливо равенство: 

 





 dtttfdxxf

b

a

)())(()( . 

Пример. 

 

 

      
16

9
ln23ln24ln321ln2

1

1
12

1

11
2

1

2

32

94

2;

1

3

2

3

2

3

2

3

2

2

9

4
































tt

dt
t

dt
t

t

t

tdt

t

x
tx

tdtdxtx

x

dx

 

При замене переменной часто бывает удобно пользоваться не подстановкой 

)(tx   для перехода к новой переменной t , а наоборот, обозначать буквой t  
некоторую функцию от x  и принимать ее за новую переменную:  xt  . В этом 

случае новые пределы   и   определяют сразу по формулам  a  ,  b  . 

Интегрирование по частям в определенном интеграле 

Теорема. Пусть функции u(x)  и  V(x) имеют непрерывные производные на [a;b]. 

Тогда справедливо равенство: 

 

b

a

b

a

dxxuxV

a

b

xVxudxxVxu )()()()()()(  

Пример. 

2

0

cos


xdxx . 

Решение. Положим xu  , xdxdv cos , тогда dxdu  , xxdxdvv sincos   . 

Применяя формулу, получим 

1
2

0cos
2

cos
2

cos
2

sinsincos
2

0

2

0

2

0

2

0

 
 






xxdxxxxdxx
. 

Пример. 

 












 
1

0
2

2
1

0

2

2

2

1

0 122
2

,
1

,

t

dtt
arctgt

t
t

v
t

dt
du

tdtdvarctgtu

tarctgtdt
 








 

1

0

1

0

1

0
2

1

0

1

0
2

2

2

1

2

1

812

1

2

1

81

11

2

1

42

1
arctgtt

t

dt
dtdt

t

t 

2

1

482

1

8


  

Вариант 1 

Вычислить определенные интегралы: 

1. 
3

2

ln xdx ; 
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2. ;
1

3

2

2 x

xdx
 

3.  



0

;cos32 xdxx  

4.  

1

0

21
dx

x

arctgx
; 

5.  











1

0

4

8 .
1

18
24 dx

xx
xx  

6.  














2/

2

3

3

2
2cos46

2
sin dx

xx
x

x
. 

7.  












2

1

94
5

5
257 dxx

x
xx ; 

8. 


 












0

2

2 3

16

5
2

8
cos87sin dx

ex
x

x
x

x
. 

Вариант 2 

Вычислить определенные интегралы: 

1.  

3

2

dxex x ; 

2.   

1

0

35
;12 dxxx  

3. 
2

1

;ln xdxx  

4.  

3

1

2 .21 dxxx  

5.  









2

1

4

3 32
45 dx

xx
xx ; 

6.  



















2/

0
22

9

4

1

cos

2
5sincos dx

xx
xxx . 

7.  












2

1

3

4

5
252 dx

ex
x

x

x ; 

8. 





















3/
2 6

3

4

5
26cos5

8
sin dx

x
xx

x
x

. 

Вариант 3 

Вычислить определенные интегралы: 

11) 


0

2 cos xdxx ; 
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12) 





2/

3 cossin xdxx ; 

13)  


1

0

2 .3 dxex x  

14) 


2

1
4

3

.
18
dx

x

x
 

15) ;
34

45

3

2

5

6

 







 dx
xx

xx  

16) 
















2/

22
.

1

3

sin

2
sin452cos dx

xx
xx  

17)  












2

1

3

1 .
3

1

1
84 dx

xx
xx  

18) 














0

22
;

9

3

cos

5
cos27sin74 dx

xx
xxx  

Вариант 4 

Вычислить определенные интегралы: 

11) 


 2/

sin xdxx ; 

12)  

2

1

2 1x

arctgxdx
; 

13) 
2

1

2 ;ln xdxx  

14)  

2

1

43 ;35 dxxx  

15)  











1

0

5

4 3

7

2
43 dx

xx
xx ; 

16) 


















0

22 cos

3

4

2

4

2
45sin dx

xxx
x . 

17) ;

4
cos

3

4

2
91

1

0
2

7























 dx
xx

xx  

18) 




















2/

0

42

3

9

2
4cos53sin dx

xx
xxx . 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 17 

Тема: Применение методов интегрального исчисления: вычисление 

площадей фигур с помощью определенных интегралов Применение методов 
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интегрального исчисления: вычисление площадей фигур с помощью 

определенных интегралов 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения применять определенные интегралы для 

нахождения площадей плоских фигур, длин кривых и объемов тел вращения. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения:  
Теоретический материал 

Пусть функция f(x) непрерывна и неотрицательна на отрезке [а;b]. Тогда 

площадь соответствующей КРИВОЛИНЕЙНОЙ ТРАПЕЦИИ находится по 

формуле Ньютона-Лейбница: 

)()(|)()( bFbFaFdxxfS b

a

b

a

   

Вычисление площади плоской фигуры 

               

Пример: Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 2xy   и  

22 xy  . 

Решение: Найдем координаты точек пересечения линий: 













2

2

2 xy

xy ,
 22 2 xx         12 x      

11 x ;    12 x    1a ;    1b . 

      



1

1

2
1

1

2
1

1

22 12222 dxxdxxdxxxS  

 
3

8

3

1
1

3

1
12

1

1

3
2

33




























 

















x
x ; 

Нахождения длины дуги кривой 

Для кривой, заданной в декартовых координатах уравнением 

 xfy     bax ;  длина дуги находится по формуле 

   
b

a
AB dxxfl

2
1 . 

1 -1 x  

y  
2

2 xy   

2
1 2 xy   

b a 

x  

y  
 xfy   

B 

A 
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Пример Вычислить длину дуги кривой xy sinln от 
3


x  до 

2


x . 

Решение. Дифференцируя уравнение кривой, найдем ctgxy ' . Используя  

формулу, получим: 

  
2

3

2

3

2

3

2

3

22 3ln
2

ln
sin

1)'(1

















x
tg

x

dx
dxxctgdxyL . 

Нахождение объема тел вращения 

Пусть функция  xfy   непрерывна на отрезке  bax ; . 

Тогда объём тела, полученного вращением вокруг оси Ox  

криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком 

функции  xfy  , снизу Ox , определяется формулой:  

 
b

a

x dxxfV 2 . 

Если криволинейная трапеция ограниченна графиком 

непрерывной функции  yx    и прямыми 0x , cy  , 

dy    dc  , то  объём тела, образованного вращением 

этой трапеции вокруг оси Oy , по аналогии с формулой 

(20), равен:   
d

c

y dyyV 2 . 

Пример: Вычислить объем тела, полученного вращением 

фигуры  xyxy 0   ;0   ;sin , вокруг оси  Ox . 

Решение:  

В условиях нашей задачи xy sin , 0a , b . 

 


























 

 
1

0000

22 2cos
22

2cos1

2

2cos1
sinsin dxxdxdx

xx
xxdxVx






.
22

0sin
2

1
02sin

2

1

20
2sin

2

1

2

2









































 xx

 

Вариант 1 

1.  Вычислите площади фигур, ограниченных указанными линиями: 

a. у=х2,  у=2х+3; 

b. у=1/2х2-х+1,   у=-1/2х2+3х+6; 

c. у=-х2/2,  у=х-3/2. 

2. Вычислить: 

a.  длину дуги кривой xy ln   от точки с абсциссой 
4

3
1 x

  до точки 

4,22 x . 

b. длину дуги кривой 1-2xy  , отсеченной осью Ox . 

 

3. Вычислить объем тела, полученного при вращении вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной заданными линиями: 

  0 x  

y  

  b 
  a 

 xfy   

xy sin  

  0 x  

y  

  π 

  0 x  

y  

 d 

  c 

 yx 
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a. у=4-х2,  у=0; 

b. у=4х-х2,   у=0. 

Вариант 2 

1.  Вычислите площади фигур, ограниченных указанными линиями: 

a. у=2х2,  у=х/2; 

b. у=1/2х2+х+2,   у=-1/2х2-3х+7; 

c. у=4х2,  у=-х. 

2. Вычислить: 

a.  длину дуги кривой xxy
3

1
   от 01 x   до 122 x . 

b. длину дуги полукубической параболы  32 xy  от точки  0;2A  до 

точки  8;6B . 

 

3. Вычислить объем тела, полученного при вращении вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной заданными линиями: 

a. у=4х-х2,  у=3; 

b. у=4-х2,   у=-2х+4. 

Вариант 3 

1.  Вычислите площади фигур, ограниченных указанными линиями: 

a. у=4х-х2,  у=х; 

b. у=1/3х2-3х+2,   у=-2/3х2-2х+4; 

c. у=3х2-2,  у=х2. 

2. Вычислить: 

a. длину дуги кривой   xxy 3
3

1
   между точками пересечения её с 

Ox . 

b. длину дуги кривой 40,2/3  xxy . 

3. Вычислить объем тела, полученного при вращении вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной заданными линиями: 

a. х2+у2=4,  х=1; 

b. у=2х-х2,   у=0. 

Вариант 4 

1.  Вычислите площади фигур, ограниченных указанными линиями: 

a. у=х2-2х+1,  у=-х+3; 

b. у=2х2+6х-3,   у=-х2+х+5; 

c. у=х2-х-3,   у=х. 

2. Вычислить: 

a. длину дуги кривой xy cosln1   в пределах от 01 x   до 
4

2


x . 

b. длину дуги кривой
8

1

3

1
       ,2  xxy . 
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3. Вычислить объем тела, полученного при вращении вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной заданными линиями: 

a. х2+у2=9,  у=3-х; 

b. у=2-х2/2,    у=0. 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 18 

Тема: Определение сходимости числовых рядов 

Цель: научиться определять сходимость числовых рядов 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач 

Ход выполнения: 
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Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 19 

Тема: Анализ функционального ряда  

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач 

Ход выполнения: 
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Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 20 

Тема: Решение дифференциальных уравнений первого порядка 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения решать дифференциальные уравнения 

первого порядка. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Обыкновенные дифференциальные уравнения   

Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, в 

которое, кроме независимой переменной x  и искомой функции y , входит либо 

производная y: 

  0,, yyxF ,  

либо дифференциалы dx  и dy : 

    0,,  dyyxQdxyxP . 

Удобнее рассматривать уравнение, разрешенное относительно y: 

 yxfy , .                                            (1) 
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Задачей Коши для дифференциального уравнения первого порядка называют 

задачу, состоящую в отыскании решения  xy   уравнения (1), 

удовлетворяющего заданному начальному условию    00 yxy  . 

Решение задачи Коши называют частным решением дифференциального 

уравнения. 

Уравнения с разделяющимися переменными 

Уравнение вида 

   ygxfy            (2) 

называется уравнением с разделяющимися переменными. 

Алгоритм решения дифференциальных уравнений с разделяющимися 

переменными  

1. Перепишем уравнение (2) в виде    ygxf
dx

dy
 . 

2. Разделим переменные, т. е. в правую часть уравнения «перенесем» все 

выражения, содержащие x , а в левую часть  содержащие y . 

3. В результате получим уравнение 
 

 dxxf
yg

dy


, 

где коэффициент при dx   функция только от x , при dy   функция только от y ). 

4.Интегрируя обе части этого уравнения: 

 
  Сdxxf

dxyg

dy
 

. 

5.Получим его общее решение: 

Пример. Решить задачу Коши: xeyy 23  ,   32 y . 

Решение.Запишем уравнение в виде 
2

3
y

e

dx

dy x


. Умножив обе части уравнения на 

dxy2 , получим                    dxy
y

e
dxy

dx

dy x
2

2

23  ,  dxedyy x23 . 

Интегрируем:            Cdxedyy x  
23 ,  Cey x 3 . 

Общее решение уравнения: 3
Cey x  . 

Подставим в общее решение начальные значения   32 y , получим значение C : 

3 01 Ce  ,  С 11 ,  0C . 

Тогда частное решение уравнения: 33

x

x eey  . 

Однородные дифференциальные уравнения 

Дифференциальное уравнение  yxfy ,  называется однородным, если 

   yxfyxf ,,   при любых x , y , 0 . 

Подстановка  

uxy  ,  uxuy  , 

где  xuu    новая неизвестная функция, приводит однородное уравнение к 

уравнению с разделяющимися переменными. 

Пример. Найти общее решение уравнения 222 xxyyyx  . 
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Решение. Приведем уравнение к виду  yxfy , , для этого разделим обе части 

уравнения на 2x : 

1
2

2


x

y

x

y
y ,            

 получим, что   1,

2











x

y

x

y
yxf . 

Покажем, что уравнение однородное. Очевидно, 

   yxf
x

y

x

y

x

y

x

y
yxf ,11,

22



























 . 

Следовательно, уравнение однородное и для сведения его решения к решению 

уравнения с разделяющимися переменными надо сделать подстановку (1), после 

этого уравнение примет вид: 

12  uuuxu . 

После приведения подобных членов получим 

12  uxu , 
x

u
u

12 
 .  

Это уравнение с разделяющимися переменными: 
x

u

dx

du 12 
 . Разделим 

переменные, умножая обе части на 
12 u

dx :  
x

dx

u

du


12
. 

Интегрируя, получим 

1ln Cxarctgu  . 

Произвольную постоянную 1C  удобно записать в виде: CC ln1  . Тогда 

последнее уравнение примет вид: 

Cxarctgu lnln  ,  Cxarctgu ln ,  Cxtgu ln . 

Сделаем обратную замену: Cxtg
x

y
ln ,  Cxxtgy ln . 

Линейные неоднородные уравнения первого порядка 

Уравнение вида  

   xQyxPy   

называется линейным. 

Для нахождения его решения искомую функцию y  представляют в виде 

   xvxuy  , 

тогда vuvuy  . 

Подставим y  и y  в уравнение (2): 

   xQuvxPvuvu  , 

после группировки имеем 

    xQvxPvuvu  . 

Найдем такую функцию v , чтобы выражение в скобках обратилось в нуль, т. е. 

  0 vxPv . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Пусть  xvv 0   его решение 

(при вычислении  xv0
 не надо вводить произвольную постоянную). Тогда в силу 

(2.5) и (2.6) функция u  должна удовлетворять уравнению 
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   xQxvu  0
. 

Это уравнение с разделяющимися переменными:  

   xQxv
dx

du
0

,  
 
dx

xv

xQ
du

0


,  

 
 

Cdx
xv

xQ
xu  

0

. 

Следовательно, общим решением уравнения (2) будет 

 
 

 xvCdx
xv

xQ
y 0

0








 

. 

Пример. Найти общее решение уравнения xeyy 2 . 

Решение.     Дано линейное уравнение, в котором   1xP ,   xexQ 2 . 

Подставляя в него uvy  , vuvuy  , получим 

xeuvvuvu 2 ,                    xevvuvu 2 . 

Приравнивая нулю выражение, стоящее в скобках, получим:  

0 vv , т. е. v
dx

dv
 , dx

v

dv
 ,   dx

v

dv
, xv ln , 

xev  . 

Если xev  , то то функция u  должна удовлетворять уравнению 
xx eeu 2 , т. е. 

xeu  , xe
dx

du
 , dxedu x , Cdxedu x   , Ceu x  . 

Следовательно, общим решением данного уравнения будет 

  xxxx CeeeCey  2 . 

Вариант 1 

1. Решить дифференциальные уравнения: 

 

    .//4)

);/sin()/sin()

;0)

;14)

;0sincos)

;131)

2

2

xyxyyе

xyyxxyyxд

e
x

yy
г

xyyв

xyxyб

yyxa

y














 

2. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  2)0(,2sin2cos  yxyxy . 

3. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  0)1(,13)1( 23  yyxyx . 

Вариант 2 

1. Решить дифференциальные уравнения: 

 

 
 

)./cos()/()

;2)

;1)

;2sinsin)

;32)

;0)

22

22

cos

xyxyyе

yxyxyxyд

dxedyyeг

xexyyв

yxyб

ytgxya

xx

x














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2. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  0)1(,
1

2
2




 y
x

x
yyx . 

3. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  
4

3
)0(,4  yxxyy . 

Вариант 3 

1. Решить дифференциальные уравнения: 

 

   

)./ln()/ln()

.)

;0
21

)

;22)

01ln)

;)

/

2

2

2

xyyxxyyxе

yxeyxд

xy

dy

yx

dx
г

xexyyв

dxxyydyб

eya

xy

x

yx





















 

2. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  3)1(,
1

2  y
x

yyx . 

3. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  2)0(,1cossin  yxyxy . 

Вариант 4 

1. Решить дифференциальные уравнения: 

.)

;2)

;01ln)

;
1

)

;0)32()

;0)

22

2

2

yx

yx
yе

xyyxyд

xyyyг

x

e
yyв

dxydyxб

dxeydya

x

x



















 

2. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  eyexyyx x  )1(,3 4
. 

3. Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяющего 

начальному условию:  3)
2

(,2sincos sin 


 yxexyy x
. 

Форма отчета: задачи 

Практическое занятие № 21 

Тема: Решение дифференциальных уравнений второго порядка 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения решать дифференциальные уравнения 

второго порядка. 
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Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка 

с постоянными коэффициентами 

Это уравнения вида  0 qyypy ,     где p и q – некоторые действительные 

числа. 

Заменив в нем y   на 2k , y – на k и у – на 10 k , получим 02  qpkk  - 

характеристическое уравнение. 

Вид общего решения уравнения (1) зависит от корней 

характеристического уравнения 

Корни 02  qpkk  
Общее решение 

0 qyypy  

1k , 
2k  – действительные числа и 

21 kk   xkxk
eCeCy 21

21   

1k , 
2k   – действительные числа и kkk  21

   xCCey kx
21   

1k , 
2k   – комплексные числа:  ik 1

, 

 ik 2
 

 xCxCey x  sincos 21   

Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

а) 044  yyy ;  б) 03  yy ;  в) 0102  yyy . 

Решение. 

Для каждого из данных уравнений составляем характеристическое 

уравнение и решаем его. По виду полученных корней записываем общее решение 

дифференциального уравнения (см. табл.): 

 а) 0144 2  kk , корни 
2

1
21  kk  – действительные и равные, поэтому общее 

решение уравнения  xCCey x
21

2  ; 

б) 032  kk ,   03 kk , корни 01 k , 32 k  – действительные и различные, 

поэтому общее решение уравнения  xxx eCCeCeCy 3
21

3
2

0
1   ; 

в) 01022  kk , корни ik 312,1   – комплексно-сопряженные, поэтому 

общее решение уравнения    xCxCey x 3sin3cos 21  . 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами 

Это уравнения вида  xfqyypy  ,         его решение: ...... нчооно yyy  . 

Структура частного решения определяется правой частью  xf  

уравнения 

№ Вид  xf  Структура 
..нчy  

1. 
    n

nn
n axaxaxPxf   ...1

10
, 

 xPn  – многочлен степени n  

  xQxy n
r

нч ..
 

 nnnr AxAxAx   ...1
10

, 
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где  










.0,1

,0,0

1

2,1

k

k
r

 

2.     mxn exPxf   

  mxn
r

нч exQxy .. , 

где  

















.,2

,,1

,,0

2,1

1

2,1

mk

mk

mk

r
 

3.   bxNbxMxf sincos   

 bxBbxAxy r
нч sincos..  , 

где  










.,1

,,0

1

1

ibk

ibk
r  

В таблице 
naaa ...,,, 10
, m , b , M , N  – известные числа, 

1k , 
2k  – корни 

характеристического уравнения, 
nAAA ...,,, 10
, A, B – неизвестные коэффициенты, 

которые находятся путем подстановки ..нчy  в исходное уравнение (метод 

неопределенных коэффициентов). 

Пример. Определить и записать структуру частного решения ..нчy  уравнения 

 xfyy  36  по виду функции  xf , если а)   xxexf  4 ;  

б)   xxf 6sin2 . 

Решение. 

Находим корни характеристического уравнения:  0362 k , ik 62,1  . 

а) Так как     mxx exPxexf 14   , где   xxP 41  , 1m  (случай 2 в табл. 2.2), то 

частное решение имеет вид          xx
нч eBAxexQxy   1

0
.. . 

0r , т. к. среди корней характеристического уравнения нет равных 1 . 

б) Поскольку   xxxxf 6sin26cos06sin2   (случай 3 в табл. 2.2): 0M , 

2N , 6b ), то       xBxAxy нч 6sin6cos..  , 

множитель x  появился потому, что i6  является корнем характеристического 

уравнения. 

Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие понижение 

порядка 

1.Если дифференциальное  уравнение имеет вид )(xfy  , то оно решается 

последовательным интегрированием. 

2.Если в запись уравнения не входит функция y(x), т.е. оно имеет вид 

,0),,(  yyxG то такое уравнение можно решить, найдя вспомогательную 

функцию yzyz  , . 

Пример: Решить уравнение 0 yyx . 

Решение: Положим yzyz  , .  

Исходное уравнение примет вид 0 zzx . 

Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. 
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xCz

x

dx

z

dz

x

dx

z

dz

/1





  

Возвращаясь к первоначальной функции, получаем уравнение  

21

1

1

ln

/

/

CxCy

xdxCdy

xCy







 

3.Если в запись уравнения не входит переменная x, т.е. оно имеет вид 

,0),,(  yyyG то такое уравнение можно решить, найдя вспомогательную 

функцию  yzzyyzz  ,)( . 

Пример: Решить уравнение   12
2
 yyy . 

Решение: Положим yzzyyzz  ,)( . Исходное уравнение примет вид 

12 2  zzyz . 

Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. 

 

 
 
 

 

1

,1

,1

,ln1ln

,lnln1ln

,ln,ln1ln

1

1

1

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

2

2























yCz

yCz

yCz

yCz

Cyz

CCCyz

y

dy

z

zd

y

dy

z

zdz

 

Возвращаясь к первоначальной функции, получаем уравнение  

2

2

2

1
12

1
1

11

1

)(
4

1)(
2

1

11

1

Cx
C

yCCx
C

yС

dx
yС

dy
dx

yС

dy

yСy














 

Вариант 1 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' '2 10 0y y y   ,  2) 

'' '2 0y y  ;     3) 
'' ' 2 0y y y   . 

2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения 

по виду правой части. 

 '' '2 7 3y y y f x         а)     32 1 xf x x e  ;  б)   cos3f x x  

3. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' 36 xy y xe  ;   2) 

'' '4 20 4cos4 52sin4y y y x x    . 
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4. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1)  
''' siny x ;       2)

''' 2xy e . 

5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение 

порядка. 

1) 
3 '' 2 ' 1x y x y   ,  2)  

2
'' ' 0y y y   ,  0 1y  ,  ' 0 1y  . 

Вариант 2 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' '4 8 3 0y y y   ; 2) 

'' '3 0y y  ;       3) 
'' '2 10 0y y y   . 

2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения 

по виду правой части: 

 '' '2 9 4y y y f x         а)   42 xf x e  ;   б)   5cos4f x x . 

3. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' ' 26 9 4 xy y y e   ;  2) 

'' '5 2cos3 4sin3y y x x   . 

4. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1) 
''' 1
y

x
 ;            2)

''

2

1

sin 2
y

x
 . 

5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение 

порядка. 

1) 
'' ' 2 xxy y x e  ,  2)  

2
'' '2y y y  ,  0 1y  ,  ' 0 1y  . 

Вариант 3 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' ' 6 0y y y   ,  2) 

'' '9 0y y  ;      3) 
'' '4 20 0y y y   . 

2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения 

по виду правой части. 

 '' 'y y y f x         а)   10cosf x x ;   б)   7 2f x x  . 

3. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' ' 612 40 2 xy y y e   ;  2) 

'' '14 49 144sin7y y y x   . 

4. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1) 
''

2

1

cos
y

x
 ;            2)

'' cos xy x e   

5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение 

порядка. 

1) 
2 '' ' 1x y xy  ,  2) 

 
''

3

1

2
y

y
  ,  

1
0

2
y  ,  ' 0 2y  . 

Вариант 4 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' '4 0y y  ;  2) 

'' '2 17 0y y y   ;      3) 
'' ' 12 0y y y   . 
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2. Записать структуру частного решения линейного неоднородного уравнения 

по виду правой части. 

 '' 49y y f x        а)   3 4f x x x  ;   б)   3sin7f x x . 

3. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1) 
'' '2 2 xy y y e   ;  2) 

'' '4 4 25cosy y y x    . 

4. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

1)  
''

2

1

1
y

x



;           2)

'' 4cos2y x . 

5. Найти решение дифференциального уравнения, допускающего понижение 

порядка. 

1) 
'' ' 2xy y x  ,  2) 

'' 2y y  ,  0 2y  ,  ' 0 2y  . 

Форма отчета: задачи 

Практическое занятие № 22 

Тема: Решение задач с использованием дифференциальных уравнений 

Цель: закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через 

решение упражнений; закрепить умения решать  задачи с использованием 

дифференциальных уравнений. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач, решить задачи по вариантам (вариант 

назначается преподавателем) 

Ход выполнения: 
Теоретический материал 

Пример. Найти линию, проходящую через точку )3;2(M  и обладающую тем 

свойством, что отрезок любой ее касательной, заключенный между 

координатными осями  делится пополам в точке ее касания. 

Решение. Пусть  уравнение искомой кривой  )(xyy  .  Известно, что 

уравнение касательной к ней в любой точке  );( yxN   имеет вид  

)(/ xXyyY  , 

где X,Y - текущие координаты касательной. Обозначим  точки пересечения 

касательной с осями координат через A и B.  

Полагая, Y=0 найдем абсциссу точки A пересечения касательной с осью 

абсцисс 

/y

y
xX A  .   

Очевидно, что 0BX .  Согласно условию задачи точка N является 

серединой отрезка AB  и поэтому  
2

AB
N

XX
X


 , то есть 










/2

1

y

y
xx   или 

0/  yxy . Полученное уравнение есть дифференциальное уравнение 

относительно искомой функции  )(xyy  . Разделив в нем переменные, получим     

0
x

dx

y

dy
. Тогда Cxy lnlnln  ,  то есть Cxy  . 
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Следовательно, указанным в условии задачи свойствам обладает любая 

гипербола полученного семейства. Остается выделить ту из них, которая 

проходит через точку )3;2(M . Так как подстановка значений 3,2  yx  в общий 

интеграл дает 6C , то искомая гипербола имеет уравнение 6xy . 

Пример. Тело, имеющее в начальный момент времени (t=0) температуру 

 100)0( 0TT , охлаждается в воздушной среде до температуры  601T  в течение 

201 t  мин. Найти время, за которое тело охладится до температуры 30°, если 

известно, что температура воздуха 20°, а скорость охлаждения тела 

пропорциональна разности между температурой тела и температурой воздуха. 

Решение. Обозначим температуру тела в любой момент времени t через 

T=T(t). Т.к. скорость охлаждения тела 
dt

dT
 пропорциональна разности между 

температурой тела T и температурой воздуха 20°, то получаем дифференциальное 

уравнение 

)20(  TK
dt

dT
.                                                  (1.7) 

Здесь К – коэффициент пропорциональности. Уравнение (1.7) является 

дифференциальным уравнением первого порядка с разделяющимися 

переменными, поэтому решаем его по указанной выше схеме. 

 Разделив переменные, получим 

Kdt
T

dT


 20
. 

Интегрируя, находим: 

KtKt CeTCeTCKtTKdt
T

dT


  20lnln20lnln20ln
20

, 

или 

20 KtCeT .                                                  (1.8) 

 Равенство (1.8) является общим решением уравнения (1.7). Найдем частное 

решение, удовлетворяющее условию 100)0(T : 

8020100 0   CCeK . 

 Итак, частным решением является функция 

2080  KteT .                                                   (1.9) 

 Найдем числовое значение постоянной Ke . Для этого воспользуемся 

условием, что Т(20)=60: 

20

1

2020

2

1

2

1
208060 








  KKK eee . 

 Таким образом, частное решение (1.9) можно записать так: 

20
2

1
80

20











t

T .                                                  (1.10) 

 В задаче требуется определить время, за которое тело охладится до 

температуры 30°. 

 Положив в равенстве (1.9) Т=30°, найдем: 
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 Итак, тело охладится до температуры 30° в течение одного часа. 

 С помощью подстановки dxbyaxxu  )()(  к уравнениям с 

разделяющимися переменными приводятся и дифференциальные уравнения вида 

)( dbyaxfy  , b≠0. 

Вариант 1 

1. Для данного дифференциального уравнения найти кривую, проходящую 

через точку А. 

a. ).0;1(,22/ Myyxxy   

b. ).1;1(,)( 22  Mdxyxydyx  

2. Найти линию, проходящую через точку )1;2(M  и обладающую тем 

свойством, что отрезок любой ее касательной, заключенный между 

координатными осями  делится пополам в точке ее касания. 

3. Найти линию, проходящую через точку А (1;0) и обладающую тем 

свойством, что отрезок, отсекаемый любой её касательной на оси ОУ, равен 

длине радиуса-вектора точки касания. 

4. Тело, имеющее в начальный момент времени (t=0) температуру 

 120)0( 0TT , охлаждается в воздушной среде до температуры  701T  в 

течение 251 t  мин. Найти время, за которое тело охладится до температуры 36°, 

если известно, что температура воздуха 30°, а скорость охлаждения тела 

пропорциональна разности между температурой тела и температурой воздуха. 

Вариант 2 

1. Для данного дифференциального уравнения найти кривую, проходящую через 

точку А. 

a. ).3;1(,33/2 Myxyxy   

b. ).1;2(,02)3( 22 Mxydydxyx   

2. Найти линию, проходящую через точку )1;1(M  и обладающую тем свойством, что 

отрезок любой ее касательной, заключенный между координатными осями  

делится пополам в точке ее касания. 

3. Найти линию, проходящую через точку А (2;3), если ордината точки пересечения 

касательной с прямой X=1 в три раза больше ординаты точки касания. 

4. Тело, имеющее в начальный момент времени (t=0) температуру  100)0( 0TT , 

охлаждается в воздушной среде до температуры  501T  в течение 151 t  мин. 

Найти время, за которое тело охладится до температуры 25°, если известно, что 

температура воздуха 10°, а скорость охлаждения тела пропорциональна разности 

между температурой тела и температурой воздуха. 

Вариант 3 

1. Для данного дифференциального уравнения найти кривую, проходящую через 

точку А. 
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a. ).1;2(,02)( 22 Mxydydxyx   

b. ).
1

;1(),ln1(/

e
M

x

y
yxy   

2. Найти линию, проходящую через точку )5;2(M  и обладающую тем свойством, что 

отрезок любой ее касательной, заключенный между координатными осями  

делится пополам в точке ее касания. 

3. Найти линию, проходящую через точку В (4;3) и обладающую тем свойством, что 

любая её касательная отсекает на оси ОУ отрезок вдвое меньше расстояния от 

точки касания до начала координат. 

4. Тело, имеющее в начальный момент времени (t=0) температуру  90)0( 0TT , 

охлаждается в воздушной среде до температуры  601T  в течение 201 t  мин. 

Найти время, за которое тело охладится до температуры 40°, если известно, что 

температура воздуха 30°, а скорость охлаждения тела пропорциональна разности 

между температурой тела и температурой воздуха. 

Вариант 4 

1. Для данного дифференциального уравнения найти кривую, проходящую через 

точку А. 

a. ).1;1(,/ M
x

y

y

x
y   

b. ).1;1(,  Mydyydxxdy  

2. Найти линию, проходящую через точку )1;4( M  и обладающую тем свойством, 

что отрезок любой ее касательной, заключенный между координатными осями  

делится пополам в точке ее касания. 

3. Найти кривую, проходящую через точку А (1;1) и обладающую тем свойством, что 

произведение углового коэффициента любой её касательной на абсциссу точки 

касания, сложенное с квадратом ординаты, равно 4. 

4. Тело, имеющее в начальный момент времени (t=0) температуру  100)0( 0TT , 

охлаждается в воздушной среде до температуры  651T  в течение 251 t  мин. 

Найти время, за которое тело охладится до температуры 30°, если известно, что 

температура воздуха 20°, а скорость охлаждения тела пропорциональна разности 

между температурой тела и температурой воздуха. 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 23 

Тема: действия с комплексными числами 

Цель: рассмотреть арифметических операций с комплексными числами, 

заданных в различных формах. 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач  

Ход выполнения: 
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Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 24 

Тема: Элементы аналитической геометрии 

Цель: ввести в рассмотрение элементы аналитической геометрии в 

пространстве 

Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач 

Ход выполнения: 

Теоретическая часть 
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Задачи: 

 

Форма отчета: отчетная работа 

Практическое занятие № 25 

Тема: Поверхности второго порядка 

Цель: рассмотреть поверхности второго порядка 
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Оборудование: тетрадь, ручка 

Методические указания: ознакомиться с теоретическим материалом, 

рассмотреть примеры решения задач  

Ход выполнения: 

 

Форма отчета: отчетная работа 

4. ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 

4.1 Основные печатные и (или) электронные издания: 

О-1.  Шевелев, Ю. П. Дискретная математика: учебное пособие для спо 

/ Ю. П. Шевелев. — Санкт-Петербург: Лань, 2021. — 592 с. — ISBN 978-5-

8114-7504-9. — Текст: электронный // Лань: электронно-библиотечная 

система. — URL: https://e.lanbook.com/book/161638 (дата обращения: 

02.05.2025). — Режим доступа: для авториз. пользователей. 

О-2.  Григорьев, В.П. Элементы высшей математики: учеб. для студ. 

учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубинский, Т.Н. 

Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Образовательно-издательский центр 

«Академия», 2023. - 400 c. – URL:  https://academia-

moscow.ru/catalogue/4890/689157/. –  Режим доступа: Электронная 

библиотека «Academia-moscow». - Текст: электронный. 
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4.2 Дополнительные печатные и (или) электронные издания 

(электронные ресурсы): 

Д-1. Григорьев, В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. 

учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубинский. –  4-

е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2008. – 320 с. 

Д-2. Богомолов, Н.В. Практические занятия по математике: Учебное 

пособие для средних проф. учеб. заведений. – 5-е изд., стер. – М.: Высш. шк., 

2000. – 495 с. 
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ЛИСТ ИЗМЕНЕНИЙ И ДОПОЛНЕНИЙ, ВНЕСЕННЫХ В 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 

№ изменения, дата внесения, № страницы с изменением 

 

Было 

 

 

Стало 

 

Основание:  

 

Подпись лица, внесшего изменения 
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